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Na osnov� var��
��nogo metodu Gal~ork�na z �aussovim bazisom rozgl�nuto zv'�zan� stani

kvantovih kulonopod�bnih sistem toto�nih �rav�tu�qih qastinok | tr~oh qastinok z r�z-

nimi tipami perestanovnoÝ simetr�Ý hvil~ovih funk
�� ta qotir~oh qastinok z povnosi-

metriqnimi funk
��mi. Vikonano �k�sni� anal�z ener�etiqnih spektr�v. Rozgl�nuto vnesok

�strovs~kih korel�
�� do ener��Ý osnovnogo stanu tr~oh qastinok. Provedeno pre
iz��n� roz-

rahunki ener��� dl� osnovnogo � dek�l~koh zbud�enih stan�v �z nul~ovim orb�tal~nim momen-

tom. Dl� r�znih ener�etiqnih stan�v provedeno z visoko� toqn�st� rozrahunki � vikonano

anal�z rozm�r�v sistem, rozpod�l�v gustin ta formfaktor�v, parnih korel�
��nih funk
�� ta

rozpod�l�v za �mpul~sami. Dano o
�nku ener�etiqnih r�vn�v sistem qastinok z poten
��lami

vza
mod�Ý tipu �kavi. Obgovoreno metodiku provedenn� visokotoqnih var��
��nih rozrahun-

k�v, znaqnu uvagu zvernuto na problemu viboru nel�n��nih var��
��nih parametr�v.
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VSTUP

Ostann�m qasom dos�gnuto sutt
vogo pro�resu v

d�l�n
� teoretiqnih dosl�d�en~ kvantovih sistem

dek�l~koh qastinok r�znoÝ prirodi. Ce viklikano

dvoma obstavinami: rozrobko� � praktiqnim ovolo-

d�nn�m efektivnimi metodami rozv'�zk�v bagatovi-

m�rnih r�vn�n~ Xredin�era dl� nevelikoÝ k�l~kosti

qastinok ta po�vo� komp'�ter�v z dostatn~o veliko�

obqisl�val~no� potu�n�st�. Zavd�ki 
~omu z'�v-

l��t~s� 
�kav� mo�livost� dl� pre
iz��nih rozra-

hunk�v � anal�zu sistem dek�l~koh qastinok, �k� ra-

n�xe buli nedos��nimi, vi�vlenn� tonkih f�ziq-

nih efekt�v u strukturnih osoblivost�h ener�etiq-

nih stan�v, a tako� nad��nogo ob�runtuvann� toq-

nosti ta oblasti zastosovnosti tradi
��nih nabli-

�enih metod�v. Nasampered 
e stosu
t~s� f�ziki r�z-

noman�tnih sistem qastinok z kulonovo� vza
mod�
�,

zokrema legkih atom�v ta molekul, mezomolekul�r-

nih zadaq, sistem �rav�tu�qih qastinok, a tako�

malonuklonnih ta mul~tikvarkovih sistem � take

�nxe.Dl� pod�bnih sistem z v�dnosno neveliko� k�l~-

k�st� stupen�v v�l~nosti stalo mo�livim znahoditi

vs� osnovn� Ýhn� harakteristiki na osnov� fundamen-

tal~nih kvantovo{mehan�qnih prin
ip�v bez viko-

ristann� apr�ornih nabli�en~.

Sered r�znoman�tnih nabli�enih metod�v dosl�-

d�enn� nevelikoÝ k�l~kosti qastinok na�b�l~xogo

poxirenn� nabuli: var��
��ni� metod ta �ogo var�-

�nti, tak�, �k metod os
il�tornogo bazisu, g�persfe-

riqnih garmon�k, metod �aussovogo ta eksponentnogo

bazis�v � nabli�enn� korel�
��nih faktor�v �st-

rova; metod r�vn�n~ Fad

va; ad��batiqne predstav-

lenn�; klastern� metodi; r�znoman�tn� p�dhodi tipu

stohastiqnogo metodu Monte{Karlo. Ko�ni� z 
ih

metod�v ma
 pritamann� �omu perevagi, wo zale�at~

v�d spe
if�ki obgovor�vanoÝ zadaq�. U vipadku zv'�-

zanih stan�v sistem qastinok z dostatn~o dov�l~-

nimi poten
��lami vza
mod�Ý na osoblivu uvagu za-

slugovu�t~ var��
��n� metodi [1,2℄. Õm haraktern� v�d-

nosna prostota, visoka efektivn�st~, un�versal~n�st~

| tomu same z vikoristann�m var��
��nih metod�v

stalo mo�livim provedenn� visokotoqnih rozrahun-

k�v [3℄.

Osnovo� var��
��nih metod�v 
 prin
ip R�t
a |

znahod�enn� m�n�mumu ener�etiqnogo funk
�onala

E = min

 

h jHj i

h j i

(1)

kvantovoÝ sistemi z gam�l~ton��nomH pri umovah or-

togonal~nosti m�� sobo� probnih hvil~ovih funk-


��  dl� r�znih stan�v, koli v ostatoqnomu p�dsumku

mo�ut~ buti zna�den� v�dpov�dn� toqn� hvil~ov� fun-

k
�Ý � ener�etiqni� spektr. Var��
��ni� prin
ip dl�

ener�etiqnogo spektra, koli hvil~ov� funk
�Ý r�z-

nih stan�v avtomatiqno ortogonal~n�, real�zu
t~s�

v un�versal~n�� var��
��no{proek
��n�� shem� Rele�{

R�t
a{Timoxenka{Bubnova{Gal~ork�na (RRTBG) [1℄.

�kwo hvil~ovu funk
�� zapisati �k l�n��nu komb�-

na
��

 =

K

X

i=1




i

�

i
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�z povnogo naboru bazisnih funk
�� f�

i

g (� | pred-

stavlenn�), tod� real�za
�� prin
ipu R�t
a (1) zvo-

dit~s� do uzagal~nenoÝ al�ebriqnoÝ zadaq� na vlasn�

znaqenn�

H
 = ES
 ; (3)

de 
| K{komponentni� vektor koef�
�
nt�v 


i

, a ele-

mentami matri
~ H � S 


H

ij

= h�

i

jHj�

j

i ; S

ij

= h�

i

j�

j

i : (4)

Zadaqa Gal~ork�na (3) dl� povnogo bazisu z

K ! 1 
 toqnim matriqnim predstavlenn�m (�{

predstavlenn�) r�vn�nn� Xredin�era.

Pri vibor� bazisnih funk
�� u rozklad� (2) mo�-

liv� dva pol�rn� p�dhodi: 1) vibrati bazisn� funk-


�Ý, �k� b �komoga l�pxe aproksimuvali toqnu hvi-

l~ovu funk
�� na�menxo� k�l~k�st� dodank�v, hoqa

tod� matriqn� elementi ne zav�di mo�ut~ buti zna�-

den� anal�tiqno, a tako� mo�ut~ buti dosit~ gro-

m�zdkimi, tak wo dovedet~s� koristuvatis� sklad-

nimi kvadraturnimi formulami abo vikoristovu-

vati stohastiqn� metodi tipu Monte{Karlo; 2) vi-

birati bazisn� funk
�Ý takim qinom, wob matriqn�

elementi obrahovuvalis� anal�tiqno, ale tod� neob-

h�dna k�l~k�st~ bazisnih funk
�� mo�e buti dovol�

veliko�.U suqasnih rozrahunkah pereva�a
, �k pra-

vilo, drugi� p�dh�d. A sered na�popul�rn�xih ba-

zis�v vikoristovu�t~s� bazisi g�lerasovogo, ekspo-

nentnogo (sleterovogo), �aussovogo ta os
il�tornogo

tipu. Perx� dva tipi bazis�v u zastosuvann� do kulo-

nopod�bnih sistem, hoqa � 
 zdeb�l~xogo privabliv�-

ximi, odnak dl� b�l~x n�� tr~oh qastinok spriqi-

n��t~ ser�ozn� problemi z otrimann�m anal�tiqnih

viraz�v dl� matriqnih element�v.Tak, dl� eksponen-

tnih bazisnih funk
�� metod rozrahunku matriqnih

element�v dl� qotiriqastinkovih sistem 
 dovol�

skladnim � stanovit~ zm�st okremih pra
~ (div. [4,5℄),

a dl� vipadku sistem b�l~xoÝ k�l~kosti qastinok po-

d�bn� metodi na s~ogodn� vzagal� we ne rozroblen�.Os-


il�torni� bazis �e qasto vi�vl�
 du�e pov�l~nu

zb��n�st~, nav�t~ pri optimal~nomu v�dbor� na�va�-

liv�xih bazisnih funk
�� [6℄. Na�b�l~x un�versal~-

nim � dostatn~o efektivnim 
 vikoristann� �ausso-

vogo var��
��nogo bazisu v zadaqah dek�l~koh qasti-

nok r�znoÝ prirodi [7{15℄. Rozrahunok matriqnih ele-

ment�v na 
ih funk
��h ne stanovit~ trudnow�v dl�

dov�l~noÝ k�l~kosti qastinok � praktiqno dl� dov�-

l~noÝ vza
mod�Ý. Ce zumovl�
 xiroku popul�rn�st~


~ogo bazisu v rozrahunkah sistem tr~oh, qotir~oh ta

b�l~xoÝ k�l~kosti qastinok. Vigl�d bazisnih funk-


�� �aussovogo tipu dl� sistemi qastinok u vipadku

nul~ovogo momenta k�l~kosti ruhu 
 takim:

�

i

= exp

�

�

N

X

k<l

a

i

kl

r

2

kl

�

: (5)

Tut r

kl

= j r

k

� r

l

j | m��qastinkov� v�dstan�, a a

i

kl

| tak zvan� nel�n��n� var��
��n� parametri (obernen�

kvadrati harakternih rozm�r�v za ko�no� z v�dsta-

ne� m�� qastinkami). Pri na�vnost� toto�nih qasti-

nok funk
�Ý (5) neobh�dno v�dpov�dnim qinom simet-

rizuvati. K�l~k�st~ vnutr�xn�h koordinat sistemi N

qastinok pri N � 3 
 3(N � 2) , za vin�tkom tr~oh

koordinat 
entra mas ta tr~oh kut�v O�lera dl� sta-

n�v z nul~ovim povnim orb�tal~nim momentom. V�d-

nosnih �e v�dstane� r

ij

povna k�l~k�st~ N (N � 1)=2,

� 
~ogo dostatn~o dl� povnogo opisu vnutr�xn~oÝ di-

nam�ki.

Odn�
� z na�prost�xih, � vodnoqas netriv��l~nih

u teoretiqnomu sens�, 
 kulonopod�bna sistema �rav�-

tu�qih qastinok �z parnim n~�tonovim poten
��lom

prit�guvann� (tak� sistemi naziva�t~ tako� siste-

mami samo�rav�tu�qih qastinok), �ku mi � budemo

tut dosl�d�uvati. U bezrozm�rnih odini
�h gam�l~-

ton��n 
�
Ý sistemi ma
 vigl�d:

H = �

1

2

N

X

i=1

�

i

�

N

X

i<j

1

r

ij

: (6)

C� zadaqa stanovit~ peredus�m znaqni� metodiqni�

�nteres, �k odna z etalonnih fundamental~nih � un�-

versal~nih zadaq kvantovoÝ mehan�ki. Za svoÝm zna-

qenn�m dl� zagal~noÝ teor�Ý 
� zadaqa mo�e postu-

pitis� h�ba wo etalonn�� zadaq� pro N{qastinkovi�

garmon�qni� os
il�tor. Ale nav�t~ zadaqa tr~oh �ra-

v�tu�qih qastinok ne dopuska
 toqnogo anal�tiqnogo

rozv'�zku. Tomu dosit~ va�livim 
 dosl�d�enn� ta-

kih etalonnih sistem suqasnimi nabli�enimi meto-

dami. Okr�m togo, 
� zadaqa ma
 � de�k� prikladn� za-

stosuvann� v astrof�zi
� [16,17℄, teor�Ý pol� [18℄, a ta-

ko� �k osnova nabli�enn� sil~nogo zv'�zku v �der-

nih sistemah [19℄ ta mul~tikvarkovih sistemah [20℄.

Mi dokladno dosl�dili na�ni�q� zv'�zan� stani

sistem tr~oh ta qotir~oh �rav�tu�qih qastinok z nu-

l~ovim orb�tal~nim momentom. Dl� sistemi tr~oh

qastinok rozgl�nuli stani z us�ma mo�livimi ti-

pami simetr�Ý hvil~ovoÝ funk
�Ý. Bulo provedeno vi-

sokotoqn� var��
��n� rozrahunki vs�h osnovnih harak-

teristik 
ih sistem � vstanovleno nov� zakonom�r-

nost� wodo strukturi zbud�enih stan�v, a tako� dano

�k�sni� anal�z otrimanih rezul~tat�v.

I. �K�SNI� ANAL�Z � TRADIC��N�

VAR��C��N� OC�NKI ENER��Õ TR^OH

QASTINOK

U vipadku slabkozv'�zanih sistem wodo poroga

rozvalu na prost�x� p�dsistemi �k�snu �nforma
��

pro strukturu sistemi dek�l~koh qastinok mo�na

otrimati na osnov� klasternih predstavlen~. Taki�

anal�z klasternogo nabli�enn� da
 zmogu por�vn�ti


� �k�sn� rezul~tati z rezul~tatami visokotoqnih va-

r��
��nih rozrahunk�v � dati o
�nku �kost� klaster-

nih nabli�en~.
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Dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih qastinok z gam�l~-

ton��nom

H = �

1

2

(�

1

+�

2

+�

3

)�

1

r

12

�

1

r

13

�

1

r

23

(7)

obme�imos� spoqatku rozgl�dom stan�v z povn�st�

simetriqnimi za perestanovkami qastinok hvil~o-

vimi funk
��mi (tri �rav�tu�q� bozoni). U klaster-

nomu nabli�enn� vid�limo p�dsistemu z dvoh qasti-

nok (klaster tipu vodnepod�bnogo atoma). Tret� �

qastinka vva�a
t~s� slabkozv'�zano� � znahodit~s�

v�d n~ogo dostatn~o daleko. Tod� v bezpol�riza
��-

nomu klasternomu nabli�enn� var��
��nu hvil~ovu

funk
�� sistemi mo�no zobraziti �k dobutok dvoh

funk
��

 

�

= '

0

(�)f(�); (8)

de '

0

| hvil~ova funk
�� zv'�zanogo stanu p�dsis-

temi perxoÝ ta drugoÝ qastinki (klaster| osnovni�

stan vodnepod�bnogo atoma), a f | funk
��, wo opi-

su
 ruh tret~oÝ qastinki v pol� dvoh �nxih. Tut � ta

� | koordinati �kob�:

� = r

1

� r

2

; � =

r

1

+ r

2

2

� r

3

: (9)

G�perrad�us viznaqa
t~s� �k

�

2

=

1

2

�

2

+

2

3

�

2

: (10)

Sl�d zauva�iti, wo funk
�� (8) 
 simetriqno� lixe

za perestanovkami perxih dvoh qastinok � dl� pov-

noti ba�ano simetrizuvati ÝÝ za perestanovkami vs�h

qastinok, wob urahuvati toto�n�st~. Tut pri �k�s-

nomu anal�z� dl� sprowenn� rozgl�nemo lixe bezpo-

l�riza
��ne nabli�enn�, koli simetriza
�� ne pro-

vodit~s�.Dl� zbud�enih stan�v, �k� v�dpov�da�t~ ve-

likim seredn�m v�dstan�m m�� qastinkami, obm�n, a

tomu � simetriza
��, v�d�gra
 neveliku rol~.

Vikoristavxi probnu var��
��nu funk
�� (8) ta

�vni� vigl�d dvoqastinkovoÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý '

0

'

0

(�) =

1

p

8�

e

��=2

;

z proek
��nogo var��
��nogo prin
ipu

h'

0

jH � Ej 

�

i = 0 (11)

otrimu
mo r�vn�nn� Xredin�era dl� ruhu tret~oÝ

qastinki

�

�

3

4

�

�

+

D

'

0

(�)

�

�

�

�

1

j�=2 + �j

�

1

j� �=2 + �j

�

�

�

'

0

(�)

E

�

jf(�)i =

�

E �E

(2)

0

�

jf(�)i: (12)

Tut ener��� dvoqastinkovogo poroga rozvalu E

(2)

0

=

�1=4 . Dl� efektivnogo poten
��lu vza
mod�Ý V

e�

(�),

stvorenogo perximi dvoma qastinkami, ma
mo

V

e�

(�) = �

2

�

+

2

�

(1 + �)e

�2�

: (13)

Ce� poten
��l ne ma
 sin�ul�rnosti na malih v�d-

stan�h (za rahunok \rozmazanosti" p�dsistemi) � ma


kulonovu asimptotiku, tod� v sistem� �snu
 nesk�n-

qenna k�l~k�st~ r�vn�v, �k� zguwu�t~s� poblizu dvo-

qastinkovogo poroga

E

n

� E

(2)

0

�

=

�

4=3

(n+ 1)

2

; n = 0; 1; 2; 3; : : : (14)

Rezul~tati rozrahunku povnih ener��� osnovnogo

ta perxih zbud�enih stan�v z nul~ovim orb�tal~-

nim momentom L=0 zadaq� (12) bezpol�riza
��nogo

klasternogo nabli�enn� navedeno v tabli
� 1. Ce�

ener�etiqni� spektr mo�na z urahuvann�m (14) fe-

nomenolog�qno ekstrapol�vati � na dov�l~n� zbud�en�

stani (tim toqn�xe, qim viwi� zbud�eni� stan)

E

n

�

=

�

1

4

�

4=3

(n+ 1)

2

+

0:927

(n+ 1)

3

�

0:358

(n+ 1)

4

+ : : : :

(15)

Podan� v tabli
� 1 rezul~tati dl� nul~ovogo orb�-

tal~nogo momentu (ta Ýh fenomenolog�qna ekstrapo-

l�
�� na visokozbud�en� stani) 
 verhn~o� var��
��-

no� o
�nko� takih ener�etiqnih stan�v. Zauva�imo,

wo z (12) legko otrimati � o
�nku dl� r�vn�v z dov�-

l~nim orb�tal~nim momentom. P�dkreslimo, wo dl�

vs�h orb�tal~nih moment�v ener�etiqni� spektr 
 bez-

me�nim.

Rozgl�nemo teper verhn� o
�nku ener��Ý osnovnogo

stanu tr~oh qastinok u nabli�enn� odnoqastinko-

vogo seredn~ogo pol�. �k v�domo [21{29℄, sistema �ra-

v�tu�qih qastinok z gam�l~ton��nom (6) nale�it~ do

klasu kvantovih sistem, dl� �kih nabli�enn� samo-

uzgod�enogo seredn~ogo pol� Gartr�{Foka 
 asimp-
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totiqno toqnim rozv'�zkom u grani
� N ! 1 . Tod�

dl� povnosimetriqnih stan�v sistemi (6) dl� ener-

��� osnovnih stan�v z dov�l~no� k�l~k�st� qastinok

asimptotiqno toqno� verhn~o� o
�nko� 
 [21,25℄

E

�

=

�s(N � 1)N

2

(16)

(tut pravil~no vrahovano ruh 
entra mas), de ve-

liqina s viznaqa
t~s� odnoqastinkovim nabli�en-

n�m seredn~ogo pol� Gartr� � ÝÝ qisel~ne znaqenn�

take [18,17℄:

s = 0:05426 : (17)

Tod� z (16) � (17) dl� ener��Ý osnovnogo stanu tr~oh

qastinok ma
mo

E

0

�

=

�0:9767 ; (18)

wo dewo toqn�xe v�d rezul~tatu z tabli
� 1.

Stan E

osnovni� �0:9292

1{� zbud�. �0:4881

2{� zbud�. �0:3682

3{� zbud�. �0:3203

4{� zbud�. �0:2965

5{� zbud�. �0:2830

Tabli
� 1. Ener�etiqni� spektr sistemi tr~oh �rav�-

tu�qih bozon�v z nul~ovim povnim momentom u klaster-

nomu bezpol�riza
��nomu nabli�enn�.

Dl� osnovnogo povnosimetriqnogo stanu sistemi

tr~oh �rav�tu�qih bozon�v 
�kavo rozgl�nuti toqn�x�

prost� nabli�enn�.U pra
� [30℄ vkazano na vin�tkovo

visoku �k�st~ probnih hvil~ovih funk
�� eksponent-

nogo tipu v o
�nkah znizu dl� ener��Ý osnovnogo stanu

sistem �rav�tu�qih bozon�v. Ce bulo p�dtverd�eno �

rezul~tatami pra
~ [31,32℄, de provedeno prost� var�-

�
��n� verhn� o
�nki na takih funk
��h dl� sistem

tr~oh ta qotir~oh qastinok. Zupinimos~ dokladn�xe

na 
ih o
�nkah �z vikoristann�m odn�
Ý eksponentnoÝ

funk
�Ý. Õhn� privabliv�st~ pol�ga
 we � u tomu, wo

Ýh mo�na provesti v �vnomu anal�tiqnomu vigl�d�,

bez �kihos~ grom�zdkih qisel~nih rozrahunk�v. Vi-

korista
mo probnu funk
��

�

�

= e

��(r

12

+r

13

+r

23

)

; (19)

wo 
 qastinnim vipadkom funk
�� �strovs~kogo

tipu. Optimal~ne znaqenn� parametra � ta verhn�

o
�nku E ener��Ý osnovnogo stanu znahodimo z umovi

m�n�mumu ener�etiqnogo funk
�onala (1). Rozrahunok

neobh�dnih matriqnih element�v dosit~ prosto pro-

vesti v perimetriqnih koordinatah: u = r

12

+ r

13

�

r

23

, v = r

12

� r

13

+ r

23

, w = �r

12

+ r

13

+ r

23

. Obqis-

lenn� seredn~ogo znaqenn� gam�l~ton��na da


E =

30

7

�

2

�

30

7

� ; (20)

wo pri optimal~nomu znaqenn� � = 1=2 stanovit~

E = �

15

4

= �1:07143 : (21)

Ce� rezul~tat u�e sutt
vo l�pxi� v�d navedenogo v

tabli
� 1 u klasternomu nabli�enn� ta v�d (18) � do-

sit~ bliz~ki� (div. dal�) do \toqnogo" var��
��nogo

rozrahunku ener��Ý osnovnogo stanu, �ki� stanovit~

E

0

= �1:07177937297 : (22)

V�dznaqimo, wo toqn�st~ o
�nki (21) stanovit~ qo-

tiri znaki � 
 dostatn~o dobrim rezul~tatom, ura-

hovu�qi, wo sama funk
�� (19) ma
 dosit~ prosti�

vigl�d � vs� rozrahunki vikonu�t~s� �vno. Ce vkazu


na visoku �k�st~ probnoÝ funk
�Ý (19). Var��
��n� ver-

hn� o
�nki na �nxih prostih probnih funk
��h tak�:

os
il�torne nabli�enn� exp(��

2

) da
 E

0

= �3=� =

�0:9549 ; nul~ove nabli�enn� g�persferiqnogo ba-

zisu exp(��) da
 E

0

= �(16=5�)

2

= �1:0375 [6℄ (tut

� | g�perrad�us (10)).

Vikorista
mo funk
�� (19) dl� o
�nki ener��Ý os-

novnogo stanu znizu za formulo� Templa

E > E = hHi �

hH

2

i � hHi

2

E

1

� hHi

; (23)

tut E

1

| ener��� perxogo zbud�enogo stanu toÝ �

simetr�Ý, wo � osnovni� stan. Na perxi� pogl�d, 
e

viklika
 de�ku nezruqn�st~, bo dl� o
�nki ener��Ý os-

novnogo stanu treba znati ener��� perxogo zbud�e-

nogo. Ale sprava v t�m, wo toqn�st~, z �ko� neob-

h�dno znati E

1

, mo�e buti dostatn~o grubo�, u na-

xomu vipadku 1{2 des�tkov� znaki, osk�l~ki v qise-

l~niku stoÝt~ dispers�� gam�l~ton��na, �ka 
 malo� �

tim menxa, qim bli�qe probna hvil~ova funk
�� do

�stinnoÝ. Vlasne, dispers�� gam�l~ton��na � viznaqa


�k�st~ probnoÝ funk
�Ý. U kra�n~omu raz� E

1

mo�na

vz�ti z tabli
� 1. Ale osk�l~ki mi namaga
mos~ z'�-

suvati �k�st~ funk
�Ý (19), to vse � taki v�z~memo

\toqne" var��
��ne znaqenn� dl� E

1

(div. nastupn�

rozd�li). Dl� o
�nki znizu ostatoqno matimemo ta-

ki� viraz:

E = E �

�

240

7

�

2

�

2048

7

�

�

4

� 64�

3

+

176

7

�

2

� E

2

E

1

�E

;

(24)

de E v�dpov�da
 viraz (20). Pri znaqenn� � = 1=2 , �ke
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 optimal~nim dl� verhn~oÝ o
�nki, �z (24) otrima-


mo

E = �1:0738 :

U toq
� maksimumu (24) znaqenn� var��
��nogo para-

metra � = 0:49465 � dl� ener��Ý o
�nka znizu matime

take znaqenn�:

E = �1:07356 : (25)

C� veliqina te�, �k � (21), dostatn~o bliz~ka do toq-

noÝ (22), hoqa toqn�st~ ni�n~oÝ o
�nki, �k zav�di,

g�rxa (u (25) pravil~n� lixe tri znaki) v�d verhn~oÝ

o
�nki z to� � probno� funk
�
�.

Rozgl�n~mo tako� nabli�enn� dl� probnoÝ hvi-

l~ovoÝ funk
�Ý osnovnogo stanu u vigl�d� dobutku tak

zvanih faktor�v �strova

 (r

12

; r

13

; r

23

) = �(r

12

)�(r

13

)�(r

23

); (26)

de � | de�ka var��
��na funk
��. U zagal~nomu vi-

padku hvil~ovih funk
�� tr~oh qastinok z nul~ovim

povnim momentom u koordinatah

x = r

12

; y = r

13

; z = r

23

r�vn�nn� Xredin�era dl� sistemi (7) mo�e buti za-

pisano u vigl�d�

(

�

1

2

�

1

x

2

�

�x

x

2

�

�x

+

x

2

+ y

2

� z

2

2xy

�

2

�x�y

�

�

1

x

+ 
ikl. zam�na

)

 = E : (27)

Ce r�vn�nn� zalixa
t~s� vse � zanadto skladnim

dl� anal�tiqnogo dosl�d�enn�. �ogo rozv'�zok na

klas� var��
��nih funk
�� (26) mo�e buti otrimano

qisel~no | nabli�enn� �strovs~kih faktor�v (26)

qasto zastosovu
t~s�, zokrema u �dernih zadaqah. Za-

slugovu
 na uvagu te, wo funk
�� (19), u �kost� �koÝ

mi perekonalis� viwe, 
 qastinnim vipadkom (26).

Mi proveli qisel~n� rozrahunki z vikoristann�m

takogo nabli�enn�, koli funk
�� zapisuvalas� u vi-

gl�d� rozkladu

�(r) =

K

X

i=1

C

i

e

��

i

r

: (28)

Parametri C

i

ta �

i

var��valis� dl� dos�gnenn� m�-

n�mumu ener��Ý. Zb��n�st~ rozkladu (28) 
 dostatn~o

xvidko�. U�e pri K = 3 dos�ga
t~s� znaqenn� dl�

ener��Ý

E = �1:071486 ; (29)

�ke v navedenih znakah pri zb�l~xenn�K v�e ne zm�-

n�
t~s�. Pri 
~omu optimal~nim �strovs~kim fak-

torom (povna funk
�� (26) normovana na odini
�)




�(r) = 1:2349 exp(�0:5142r)� 0:1008 exp(�0:8497r)

+ 0:0082 exp(�2:655r) : (30)

Rezul~tat (29) dewo l�pxi� v�d (21). �strovs~ki�

faktor (30) v�dr�zn�
t~s� v�d toqnogo na dek�l~ka

odini
~ u p'�tomu zna
�. �strovs~ki� faktor (30) na

malih � velikih v�dstan�h menxi� v�d prostoÝ ekspo-

nenti z (19) � vi�vl�
t~s� dosit~ bliz~kim do neÝ (u

vipadku K = 1 analog�qnim qinom normovani� fak-

tor �strova 
 �(r) = (16=7)

1=6

e

�r=2

). U zagal~nomu

mo�na skazati, wo �strovs~k� korel�
�Ý znaqno vi-

qerpu�t~ vnesok v ener��� osnovnogo stanu sistemi

tr~oh �rav�tu�qih qastinok.

II. PROBLEMA VIBORU NEL�N��NIH

VAR��C��NIH PARAMETR�V.

STOHASTIQNI� VAR��C��NI� METOD

Na�vn�st~ velikoÝ k�l~kosti nel�n��nih var��
��-

nih parametr�v u bazisnih funk
��h ta odnoman�t-

n�st~ bazisnih �aussovih funk
�� ma
 velik� mo�-

livost�. Var��vann�m za nel�n��nimi parametrami

dos�ga
t~s� znaqne pol�pxenn� �kosti aproksima
�Ý

funk
�
� (2) toqnoÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý por�vn�no z

vipadkom, koli var���t~s� lixe l�n��n� var��
��n�

parametri ta odin nel�n��ni� parametr, �k 
e ro-

bit~s� pri vikoristann� os
il�tornih bazis�v. Va-

r��vann� l�n��nih parametr�v zabezpequ
 lixe opti-

mal~ni� vib�r l�n��noÝ komb�na
�Ý �orstko zadanih

funk
��, tod� �k potr�bni� p�db�r nel�n��nih para-

metr�v dopomaga
 bazisov� adaptuvatis� do umov ko�-

noÝ konkretnoÝ zadaq�. Var��vann� nel�n��nih para-

metr�v viznaqa
, nask�l~ki va�livi� opis malih qi

velikih v�dstane� u sistem�, na�vn�st~ tih qi �nxih

osoblivoste� poved�nki hvil~ovoÝ funk
�Ý, a velika

k�l~k�st~ nel�n��nih var��
��nih parametr�v zabezpe-

qu
 bazisov� neobh�dnu gnuqk�st~. Ale vodnoqas ve-

lika k�l~k�st~ parametr�v var��vann� privodit~ do

viniknenn� de�kih trudnow�v, pov'�zanih z Ýh op-

timal~nim viborom. Optimal~ni� vib�r nel�n��nih

parametr�v stanovit~ osnovnu problemu pri real�za-


�Ý visokotoqnih var��
��nih shem. V�d rozv'�zku 
�
Ý

problemi bagato v qomu zale�it~ efektivn�st~ pro-

vedenn� tih qi �nxih rozrahunk�v.

�snu
 velika k�l~k�st~ mo�livih strateg�� viboru

nel�n��nih parametr�v. Perxim � na�prost�xim z nih


 vipadkovi� vib�r p�dr�d us�h parametr�v �z zazda-

leg�d~ zadanoÝ oblasti. Taki� vib�r mo�e zastoso-

vuvatis~, �kwo znaqenn� parametr�v, za dopomogo�

�kih mo�na dostatn~o toqno opisati �stinnu hvi-

l~ovu funk
��, zosered�en� u v�dnosno nevelik�� ob-

last�, �ku dostatn~o w�l~no mo�na ohopiti real~no�
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k�l~k�st� K bazisnih funk
��. Ce� p�dh�d, �k sv�d-

qit~ dosv�d, mo�e buti efektivnim u triqastinko-

vih rozrahunkah v eksponentnomu bazis� [33℄. Odnak

pri vikoristann� �aussovogo var��
��nogo bazisu, de

rozkid optimal~nih znaqen~ parametr�v 
 dosit~ ve-

likim � r�zko zrosta
 z� zb�l~xenn�m k�l~kosti bazis-

nih funk
��, vib�r p�dr�d us�h nel�n��nih prametr�v

ne efektivni�. V�n ne zabezpequ
 neobh�dnoÝ xvid-

kosti zb��nosti � potrebu
 rozrahunk�v u velikih

bazisah, wo svo
� qergo� mo�e stvoriti problemi

z qisel~no� nest��k�st� rozrahunk�v. Taki� spos�b

pri rozrahunkah u �aussovomu bazis� potrebu
 sutt
-

voÝ modif�ka
�Ý.

Drugi� mo�livi� spos�b viboru nel�n��nih var��-


��nih parametr�v pol�ga
 u znahod�enn� m�n�mumu

odnoqasno za vs�ma parametrami. Povna optim�za
��,

hoqa � dozvol�
 oder�ati rezul~tat z pevno� toq-

n�st� za m�n�mal~no mo�livoÝ rozm�rnosti bazisu,

prote natrapl�
 na znaqn� trudnow� pri neobh�dnost�

otrimati pre
iz��n� rezul~tati. Po{perxe, 
e do-

sit~ velik� zatrati maxinnogo qasu dl� rozrahunk�v

nav�t~ pri ne du�e velikih K. Po{druge, z rostom K

sil~no uskladn�
t~s� rel~
f efektivnogo funk
�-

onala ener��Ý �, �k pravilo, z'�vl�
t~s� velika k�l~-

k�st~ lokal~nih m�n�mum�v u prostor� nel�n��nih pa-

rametr�v.

Znahod�enn� �lobal~nogo abo hoqa b prosto do-

statn~o glibokogo m�n�mumu sta
 z rozxirenn�m ba-

zisu vse skladn�xim. Zokrema v testah, �k� mi provo-

dili dl� sistem tr~oh �rav�tu�qih qastinok, dos�g-

nenn� K � 12-15 vimagalo v�e znaqnih zusil~, hoqa

v�dpov�dna k�l~k�st~ nel�n��nih parametr�v funk
�o-

nala stanovit~ 36{45 � ne 
 du�e veliko�. Taka k�l~-

k�st~ bazisnih funk
�� nedostatn� dl� pre
iz��nih

rozrahunk�v u rozgl�dan�� zadaq�. Vodnoqas dl� �n-

xih zadaq, zokrema �dernih, povna m�n�m�za
�� mo�e

buti do
�l~no� [14,15℄.

Okr�m togo, dl� zbud�enih stan�v pri m�n�m�za
�Ý

qasto vinika
 problema \zlipann�" okremih funk-


��, tobto de�k� bazisn� funk
�Ý sta�t~ ma��e l�n��no

zale�nimi. Take \zlipann�" privodit~ do ma��e

virod�enosti matri
� perekritt� S z (3) �, �k na-

sl�dok, qisel~noÝ nest��kosti rozrahunku. Takim qi-

nom, odnoqasna optim�za
�� za vs�ma nel�n��nimi pa-

rametrami z velikimi rozm�rnost�mi bazisu m�stit~

u sob� qimalo problem � perspektivi takogo p�dhodu

v naxomu vipadku zalixa�t~s� dovol� primarnimi.

Hoqa sl�d v�dznaqiti,wo ostann�m qasom z'�vl��t~s�

pra
�, prisv�qen� vdoskonalenn� 
�
Ý shemi [34,35℄.

Mo�live obqislenn� �rad�
nta ta matri
� Gesse �k

funk
�� nel�n��nih parametr�v z nevelikimi maxin-

nimi zatratami. Obrahunok us�h komponent �rad�-


nta potrebu
 menxe qasu, n�� odnorazove obqis-

lenn� ener��Ý, a obrahunok matri
� Gesse | takogo

� por�dku, �k � obqislenn� ener��Ý. A mo�liv�st~

xvidkogo obrahunku 
ih veliqin znaqno priskor�


pro
es poxuku m�n�mumu.

Tret�m sposobom viboru nel�n��nih var��
��nih pa-

rametr�v 
 tak zvani� stohastiqni� var��
��ni� me-

tod (SVM), �ki� uperxe buv zaproponovani� u pra-


�h [7,9℄. Ce� metod u po
dnann� z vikoristann�m �a-

ussovogo var��
��nogo bazisu vi�vivs� dosit~ potu�-

nim �nstrumentom dl� provedenn� rozrahunk�v r�z-

noman�tnih sistem dek�l~koh qastinok. Dosit~ po-

kazovimi v 
~omu plan� 
 rezul~tati pra
~ [12,13℄,

de bulo provedeno rozrahunki ener�etiqnih stan�v

de�kih �dernih ta kulonovih sistem, wo sklada�-

t~s� z 2{7 qastinok. Tut bazis rozxir�
t~s� postu-

povo, krok za krokom. Na ko�nomu kro
�, tobto pri

dodavann� qergovogo qlena v (2), �eneru
t~s� M vi-

padkovih K{vim�rnih toqok �

(i)

=(a

(i)

1

; a

(i)

2

; : : : ; a

(i)

K

) ,

de K | k�l~k�st~ nel�n��nih var��
��nih paramet-

r�v v odn�� bazisn�� funk
�Ý. Dl� ko�noÝ z 
ih M

toqok znahodit~s� v�dpov�dne Ý� znaqenn� ener��Ý. Z

us�h 
ih toqok{kandidat�v zalixa
t~s� ta, �ka da


na�b�l~xe poni�enn� ener��Ý. Analog�qno robl�t~s�

� �nx� kroki. Funk
�� rozpod�lu dl� �enera
�Ý 
ih

toqok mo�e buti zadano� �kimos~ apr�ornim qinom,

vihod�qi z f�ziqnih m�rkuvan~, abo konstru�vatis�

v pro
es� narowuvann� bazisu na osnov� rozpod�lu

na�l�pxih toqok, otrimanih na vs�h poperedn�h kro-

kah. U prin
ip�, na ko�nomu kro
� mo�na dodavati

nav�t~ ne po odn�� funk
�Ý, a po dek�l~ka, hoqa zde-

b�l~xogo efektivn�st~ metodu v�d 
~ogo zni�u
t~s�.

Pri vikoristann� pod�bnoÝ strateg�Ý sistema sama v�d-

bira
 na�b�l~x p�dho�� bazisn� funk
�Ý. Priqomu

�k�st~ v�dboru legko kontrol�
t~s� k�l~k�st�M vi-

padkovih toqok{kandidat�v na ko�nomu kro
�. Za-

le�no v�d M bude zm�n�vatis~ � k�l~k�st~ qlen�v u

rozklad� (2), za na�vnosti �kih dos�ga
t~s� potr�bna

toqn�st~. Ale zviqa�no oblast~ dl� manevruvann�

tut ne neobme�ena. Vikoristann� SVM zabezpequ


neobh�dnu gnuqk�st~ � dozvol�
 otrimuvati rezul~-

tati z visoko� toqn�st� v bazisah ne du�e velikoÝ

rozm�rnosti. Wopravda, 
e dos�ga
t~s� tim, wo sta-

tistiqn� viprobuvann� zd��sn��t~s� bagato raz�v na

ko�nomu kro
�, dl� qogo potr�bno bagatorazovo roz-

v'�zuvati zadaqu na vlasn� znaqenn� (3). Tomu dosit~

va�livo� 
 efektivna organ�za
�� rozrahunk�v. Ne

obov'�zkovo pri ko�nomu viprobuvann� rozv'�zuvati


� zadaqu z \nul�", a mo�na vikoristovuvati ro-

botu, vikonanu na poperedn�h krokah, wo da
 sutt
vu

ekonom�� maxinnogo qasu. U pra
� [12℄ navedeno odnu

z takih ekonomnih shem rozv'�zku zadaq� (3). Odnak u

naxih rozrahunkah mi vikoristovuvali �nxu shemu.

U n�� potr�bni� vlasni� vektor 
 znahodimo metodom

zvorotnih �tera
�� [36℄

(H � "

0

S)


k+1

= S


k

; (31)

de "

0

| nabli�enn� do xukanogo vlasnogo znaqenn�.

�k pravilo, dostatn~o qotir~oh{p'�ti �tera
�� (pri

ne dosit~ grubomu nabli�enn� "

0

), tobto rozv'�zk�v

sistemi l�n��nih al�ebriqnih r�vn�n~ (31), wob ot-

rimati vlasni� vektor z dostatn~o� toqn�st�. Dl�

faktoriza
�Ý matri
� A = H�"

0

S vikoristano trohi

zm�nenu shemu Hole
~kogo [37℄

A = LDL

T

;
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de L | ni�n� trikutna matri
� z odiniqno� d��-

gonall�, D | d��gonal~na matri
�, L

T

| transpo-

novana do L matri
�. �kwo koristuvatis� takim ti-

pom faktoriza
�Ý, to pri ko�nomu viprobuvann� ne

potr�bno zanovo faktorizuvati matri
� A, a lixe

neobh�dno zna�ti ostann� str�qku matri
� L. Ce po-

trebu
 � K

2

opera
��, tod� �k povna faktoriza
�� po-

trebu
 � K

3

opera
�� (K | por�dok matri
~). Zna-

hod�enn� vlasnogo vektora za dopomogo� zvorotnih

�tera
�� (31) te� potrebu
 � K

2

opera
��.

U naxih rozrahunkah mi zupinilis� na vikoris-

tann� SVM, �k na na�efektivn�xomu metod�. Ce do-

zvolilo nam otrimati z visoko� toqn�st� rezul~-

tati, �k� v �nxih shemah navr�d qi mogli b buti do-

s�gnut�. Rozpod�l nel�n��nih var��
��nih parametr�v

mi buduvali takim qinom,wo gustina �mov�rnosti na

N+1{mu kro
� mala vigl�d takoÝ sumi K{vim�rnih

normal~nih rozpod�l�v:

P (a

1

; a

2

; : : : ; a

K

) =

1

N

N

X

i=1

K

Y

j=1

1

q

2�(�

(i)

j

)

2

� exp

8

<

:

�

1

2

 

a

j

� �

(i)

j

�

(i)

j

!

2

9

=

;

; (32)

de v rol� matematiqnogo oq�kuvann� �

(i)

j

vistupalo

a

(i)

j

| znaqenn� j{go nel�n��nogo parametra funk
�Ý,

pri
dnanoÝ do bazisu na i{mu kro
� metodu. V�dpo-

v�dnu dispers�� zdeb�l~xogo te� brali r�vno� 
��

veliqin�: �

(i)

j

= a

(i)

j

. Wopravda, za takim zakonom

dekoli mo�ut~ �eneruvatis� toqki, wo ne zadovol~-

n��t~ umovu, zg�dno z �ko� bazisna funk
�� ma
 buti

kvadratiqno �nte�rovno�. Ale takih toqok �eneru
-

t~s� zagalom nebagato, � voni odrazu v�dkidalis� �k

nekorektn�.

Perx n�� �k bezposeredn~o provoditi var��
��n�

rozrahunki, neobh�dno obqisliti matriqn� elementi

perekritt� k�netiqnoÝ � poten
��l~noÝ ener��Ý, a

tako� tih veliqin, seredn� znaqenn� �kih treba

zna�ti, na elementarnih bazisnih funk
��h (5). �vn�

virazi dl� b�l~xosti potr�bnih matriqnih elemen-

t�v dl� N qastinok mo�na legko otrimati � zna�ti

v l�teratur� [10,34℄. Tak, dl� matriqnogo elementa

perekritt� v�dpov�dni� viraz 
 takim:

h�

i

j�

j

i =

�

3(N�1)=2

D

3=2

; (33)

de D | determ�nant (N � 1)� (N � 1) matri
� B, wo

dl� sistemi tr~oh qastinok ma
 vigl�d

B

(3)

=

�

a

12

+a

13

�a

12

�a

12

a

12

+a

23

�

; (34)

a dl� sistemi qotir~oh qastinok

B

(4)

=

0

�

a

12

+a

13

+a

14

�a

12

�a

13

�a

12

a

12

+a

23

+a

24

�a

23

�a

13

�a

23

a

13

+a

23

+a

34

1

A

;

(35)

de a

kl

= a

i

kl

+ a

j

kl

.

Matriqni� element dov�l~noÝ funk
�Ý f , wo zale-

�it~ v�d modul� pevnoÝ m��qastinkovoÝ v�dstan� r

kl

,

obqisl�
t~s� za formulo� [10℄

h�

i

jf(r

kl

)j�

j

i = h�

i

j�

j

i

4

p

�

1

Z

0

f

�

t

p

D

kl

=D

�

e

�t

2

t

2

dt ;

(36)

tut D

kl

� �D=�a

kl

.

Dl� matriqnogo elementa operatora k�netiqnoÝ

ener��Ý

K = �

1

2

N

X

s=1

�

s

viraz ma
 taki� vigl�d:

h�

i

jKj�

j

i = h�

i

j�

j

i

3

2D

N

X

k;l;s=1

a

i

ks

a

j

ls

(D

ks

+D

ls

�D

kl

) :

(37)

III. REZUL^TATI ROZRAHUNK�V Z VISOKO�

TOQN�ST� SISTEMI TR^OH

�RAV�TU�QIH QASTINOK

Dl� sistemi tr~oh toto�nih �rav�tu�qih qasti-

nok z gam�l~ton��nom (7) mi rozgl�nuli stani z us�ma

mo�livimi tipami simetr�Ý hvil~ovoÝ funk
�Ý sto-

sovno perestanovki qastinok: povn�st� simetriqn�

(bozoni), z prom��no� simetr�
� ta povn�st� anti-

simetriqn� (ferm�oni). Cim simetr��m wodo grupi

perestanovok v�dpov�da�t~ shemi �nga [3℄, [21℄, [1

3

℄.

�k�sna kartina roztaxuvann� diskretnih ener�etiq-

nih r�vn�v taka: oblast~ dodatnih ener���, a tako�

v�d'
mn� ener��Ý viwe v�d porogovih znaqen~ ener���

zv'�zanih stan�v dvoh qastinok nale�at~ do su
�-

l~nogo spektra, a diskretn� r�vn� roztaxovu�t~s�

ni�qe v�d dvoqastinkovih porog�v (dl� simetriqnih

stan�v ta stan�v z prom��no� simetr�
� por�g stano-

vit~ �1=4, a dl� antisimetriqnih | �1=16) � mono-

tonno zguwu�t~s� za kulon�vs~kim zakonom (14) po-

blizu nih. �k�sni� anal�z u rozd�l� I pokazu
, wo u

vs�h vipadkah �snu
 nesk�nqenna k�l~k�st~ diskretnih

r�vn�v.

Dl� provedenn� rozrahunk�v stan�v z pevno� si-

metr�
� neobh�dno vikoristovuvati bazisn� funk
�Ý,

wo peretvor��t~s� za nezv�dnimi predstavlenn�mi
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grupi perestanovok �

3

. C� bazisn� funk
�Ý otrimu-

�t~ z elementarnih bazisnih funk
�� �

i

z (5) tak:

'

i

= (1 + P

13

+ P

23

)(1 + P

12

)�

i

| dl� povnosimetriqnih stan�v ta

'

i

= (1 � P

13

� P

23

)(1 � P

12

)�

i

| dl� antisimetriqnih stan�v. Tut P

kl

| operator

perestanovki k{Ý ta l{Ý qastinok. U vipadku prom��-

noÝ simetr�Ý (shema �nga [21℄) bazisn� funk
�Ý 
 dvo-

komponentnimi:

'

i

=

0

B

�

(1� P

12

)(1 + P

23

)�

i

1

p

3

(1 + P

12

)(1 + P

23

� 2P

13

)�

i

1

C

A

: (38)

Zauva�imo, wo mo�na pobuduvati tako� �nx� ekv�-

valentn� predstavlenn� dl� zm�xanoÝ simetr�Ý z� she-

mo� �nga [21℄, v�dm�nn� v�d (38).

Stan E �E hr

ij

i hr

2

ij

i

osnovni� �1:07177937297 2�10

�11

1:994120 5:101105

1{� zbud�. �0:57449221540 4�10

�10

4:412716 25:26212

2{� zbud�. �0:39381649823 1�10

�9

8:096199 90:15719

3{� zbud�. �0:33082419747 9�10

�9

13:45114 265:2974

4{� zbud�. �0:30199256558 3�10

�8

20:27769 627:9502

5{� zbud�. �0:28625287533 2�10

�7

28:60918 1281:222

Tabli
� 2. Rezul~tati rozrahunku ener��Ý ta m��qastinkovih v�dstane� dl� sistemi tr~oh toto�nih �rav�tu�qih

bozon�v z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno� shemo� (rozm�rn�st~ bazisu | 300 funk
��).

Stan E �E hr

ij

i hr

2

ij

i

osnovni� �0:4528869754 3�10

�10

5:641768 41:98945

1{� zbud�. �0:3595387446 4�10

�9

9:968919 142:8359

2{� zbud�. �0:3167897461 6�10

�9

15:84655 378:5920

3{� zbud�. �0:2947441034 1�10

�7

23:24462 838:6774

4{� zbud�. �0:2820102558 1�10

�6

32:14990 1634:279

5{� zbud�. �0:2740165869 3�10

�6

42:55833 2899:067

Tabli
� 3. Rezul~tati rozrahunku ener��Ý ta m��qastinkovih v�dstane� z prom��no� simetr�
� [21℄ dl� sistemi

tr~oh �rav�tu�qih qastinok z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno� shemo� (rozm�rn�st~ bazisu| 300 funk
��).

Stan E �E hr

ij

i hr

2

ij

i

osnovni� �0:127544520838 5�10

�12

17:79754 400:3189

1{� zbud�. �0:107698371021 7�10

�12

24:74575 828:6225

2{� zbud�. �0:095065919047 4�10

�11

33:34761 1574:868

3{� zbud�. �0:086952266946 3�10

�10

43:56048 2778:382

4{� zbud�. �0:081502976958 5�10

�9

55:30590 4591:176

5{� zbud�. �0:077681565396 3�10

�8

68:56575 7189:634

Tabli
� 4. Rezul~tati rozrahunku ener��Ý ta m��qastinkovih v�dstane� dl� sistemi tr~oh toto�nih �rav�tu�qih

bezsp�novih ferm�on�v (antisimetriqn� stani) z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno� shemo� (rozm�rn�st~

bazisu dl� osnovnogo stanu | 200 funk
��, dl� perxogo zbud�enogo | 250, dl� vs�h �nxih | 300 funk
��).
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Ris. 1. Rozpod�li gustini qastinok dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih bozon�v: a){f) v�dpov�dno dl� osnovnogo ta per-

xih p'�ti zbud�enih stan�v. Su
�l~n� kriv� | visokotoqn� var��
��n� rozrahunki, xtrihovan� kriv� | klasterne

bezpol�riza
��ne nabli�enn�.

Dl� vs�h tr~oh tip�v simetr�� mi proveli rozrahu-

nok osnovnogo ta perxih p'�ti zbud�enih stan�v z

nul~ovim orb�tal~nim momentom (nagada
mo, wo dl�

ko�noÝ z simetr�� ener�etiqni� spektr bezme�ni�).

Dl� dos�gnenn� pri�n�tnoÝ toqnosti vi�vilos� do-

statn�m obme�itis� k�l~k�st� bazisnih funk
�� '

i

,

wo dor�vn�
K=300.A dl� osnovnogo ta perxogo zbu-

d�enogo stanu z povn�st� antisimetriqno� hvil~o-

vo� funk
�
� qerez tehn�qn� priqini (dos�gnuta toq-

n�st~ me�u
 z pohibkami maxinnoÝ arifmetiki ta

matriqnih obqislen~) mi obme�ilis� nav�t~ K=200

ta K = 250 bazisnimi funk
��mi v�dpov�dno. Okr�m

ener��Ý zv'�zku, buli rozrahovan� seredn� m��qastin-

kov� v�dstan�, seredn� kvadrati m��qastinkovih v�d-

stane� ta �nx� va�liv� harakteristiki. Ener�etiqn�

r�vn� ta seredn� v�dstan� naveden� v tabli
�h 2, 3 ta 4

v�dpov�dno dl� povn�st� simetriqnih stan�v, stan�v

z prom��no� simetr�
� ta antisimetriqnih stan�v.

Mi navodimo tako� o
�nku znaqen~ pohibok, otri-

manih dl� ener��� rezul~tat�v. Zaznaqimo, wo zb��-

n�st~ znaqen~ ener��Ý z� zb�l~xenn�m k�l~kosti vraho-

vuvanih bazisnih funk
��, osoblivo dl� osnovnogo

stanu, 
 dostatn~o xvidko�. Dl� antisimetriqnih

stan�v xvidk�st~ zb��nosti 
 nav�t~ trohi b�l~xo�,

n�� dl� simetriqnih | dl� antisimetriqnih fun-

k
�� ne va�liva Ýhn� poved�nka v okol� toqok popar-

nih z�tknen~ qastinok, bo voni tam zanul��t~s�. A

simetriqn� funk
�Ý v okol� 
ih toqok dos�ga�t~ mak-

simumu, � taka oblast~ pri rozrahunkah z du�e ve-

liko� toqn�st� v�d�gra
 pevnu rol~, osk�l~ki v 
ih

toqkah toqna funk
�� ma
 gostri� maksimum (ma
-

t~s� na uvaz� maksimum po odn�� zm�nn��). U 
ih toq-

kah �stinna hvil~ova funk
�� ma
 \zagostrenn�" (za-

le�it~ l�n��no v�d r), a �aussoÝdi (�k funk
�Ý r

2

),

za dopomogo� �kih vona budu
t~s�, | n�. Tomu 
e

� viklika
 de�ke upov�l~nenn� zb��nosti, bo do ba-

zisu p�d qas �ogo pobudovi neobh�dno qas v�d qasu

vkl�qati vse b�l~xe Æ{pod�bnih �aussoÝd z du�e ma-

limi rad�usami. Zb��n�st~ rezul~tat�v z� zb�l~xen-

n�m k�l~kosti bazisnih funk
�� K pri vikoristann�

SVM 
 b�l~x{menx monotonno�. Ce dozvol�
 pro-

vesti ekstrapol�
�� otrimanih znaqen~ ener��Ý E(K)

na vipadok K ! 1 za de�ko� dostatn~o rozumno�

asimptotiqno� formulo�. Mo�na spod�vatis�, wo

za takimi formulami 
 mo�liv�st~ hoqa b o
�niti

por�dok r�zni
� m�� toqnim znaqenn�m ta var��
��-

nim nabli�enn�m. U naxih o
�nkah mi vikoristovu-

vali prostu formulu [33℄

E(K) = E(1) +

�

K




; (39)

de E(1) | toqne znaqenn� ener��Ý, � ta 
 | kon-

stanti, �k� ne zale�at~ v�d K. Viprobuvann� for-

muli (39) na priklad� sistemi e

+

e

�

e

�

, dl� �koÝ zna-

qenn� ener��Ý zv'�zku v�dome z ekstremal~no visoko�

toqn�st� [38℄, sv�dqat~, wo taka o
�nka d��sno da


pravdopod�bn� znaqenn� pohibki rozrahunku ener��Ý

(ma
t~s� na uvaz� por�dok veliqini). Tomu v tabli-


�h 2, 3 ta 4 mi por�d z var��
��nim znaqenn�m ener��Ý

navodimo zroblen� viwe vkazanim qinom o
�nki veli-

qini �E = E(K

max

)�E(1), wo 
 absol�tno� pohib-

ko� rozrahunku. �k � sl�d bulo oq�kuvati, na�b�l~xa
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toqn�st~ pri zadan�� k�l~kost� bazisnih funk
�� do-

s�ga
t~s� dl� osnovnogo stanu, a na�menxa | dl�

na�b�l~x zbud�enogo. Ce pov'�zano z tim, wo hvi-

l~ova funk
�� visokozbud�enih stan�v uskladn�
-

t~s�, u neÝ z'�vl��t~s� nov� os
il�
�Ý, � dl� Ýh opisu

neobh�dno vrahuvati vse b�l~xu k�l~k�st~ bazisnih

funk
��. Nax� rezul~tati 
 sutt
vo toqn�ximi, n��

rezul~tati, naveden� v pra
�h [12,32℄ dl� osnovnogo

simetriqnogo stanu tr~oh �rav�tu�qih qastinok, ta

rezul~tati z pra
� [6℄ dl� osnovnogo � perxih tr~oh

zbud�enih stan�v, �k simetriqnih, tak � antisimet-

riqnih. U pra
� [6℄ zaproponovano novi�, dostatn~o

un�versal~ni� ori��nal~ni� optim�za
��ni� p�dh�d,

wo vstanovl�
 konf��ura
��nu �
rarh�� sered bazis-

nih funk
�� tr~oh qastinok. Nezva�a�qi na te wo

provedeno v�db�r na��stotn�xih os
il�tornih bazis-

nih funk
�� do �lobal~nogo momentu K = 24 � pri


~omu dos�gnuto zb��nosti (bula dos�gnuta prin
i-

povo l�pxa toqn�st~, n�� pri standartnomu vrahu-

vann� vs�h p�dr�d os
il�tornih funk
�� do zadanoÝ

rozm�rnosti), use � toqn�st~ 
ih rozrahunk�v vi�vi-

las~ nevisoko�. NevisokoÝ toqnosti dos�ga
t~s� � v

metod� g�persferiqnih funk
��, �kwo vrahovuvati

t�l~ki �lobal~ni� moment do K = 24. Nax� rezul~-

tati �k za prostoto�, tak � toqn�st� vikonann� ma-

�t~ sutt
v� perevagi.

Dl� sistemi tr~oh qastinok buli vikonan� z vi-

soko� toqn�st� rozrahunki osnovnih f�ziqnih ha-

rakteristik, wo viznaqa�t~s� qerez otriman� hvi-

l~ov� funk
�Ý. Zokrema, 
e rozpod�l gustini qastinok

u sistem� 
entra mas

�

k

(r) = h jÆ(r� r

k

+R)j i ; (40)

tut k | nomer qastinki, R | koordinata 
entra

mas, a  | normovana na odini
� hvil~ova funk-


�� v�dpov�dnogo stanu. Dl� nul~ovogo orb�tal~nogo

momentu rozpod�l gustini 
 sferiqno{simetriqno�

funk
�
�. Dl� toto�nih qastinok rozpod�li (40) z

r�znim k zb�ga�t~s�. Graf�ki rozpod�l�v gustin dl�

vs�h rozrahovanih povnosimetriqnih stan�v navedeno

na ris. 1, a dl� antisimetriqnih stan�v | na ris. 2.

Dl� b�l~x naoqnogo zobra�enn� 
ih veliqin mi po-

da
mo Ýhn� graf�ki domno�enimi na r

2

, wo bezpose-

redn~o viznaqa
 �mov�rn�st~ znahod�enn� qastinki

na v�dstan� r v�d 
entra mas sistemi. Na ris. 1 odno-

qasno z \toqnimi" rozpod�lami gustini bozon�v na-

veden� tako� analog�qn� zale�nost� klasternogo bez-

pol�riza
��nogo nabli�enn� (dl� b�l~xoÝ naoqnosti

ko�nomu stanov� v�dvedeno okremi� mal�nok). Os-

tann� podan� �k userednen� za vs�ma tr~oma qastin-

kami

�(r) =

1

3

3

X

k=1

�

k

(r) ;

osk�l~ki klasterna funk
�� (8) ne vrahovu
 toto�-

nosti vs�h qastinok. Graf�ki rozpod�l�v dl� stan�v

�z simetr�
� [21℄ qerez obme�eni� obs�g statt� mi ne

navodimo.

Ris. 2. Rozpod�li gustini qastinok v antisimetriqnih

stanah: a) su
�l~na kriva | osnovni� stan, xtrihovana

| 1{� zbud�eni�, xtrih{punktirna | 2{� zbud�eni�

stan; b) su
�l~na kriva | 3{� zbud�eni�, xtrihovana |

4{� zbud�eni�, xtrih{punktirna | 5{� zbud�eni� stan.

Ris. 3. Formfaktori dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih

bozon�v: 0 | osnovni� stan, 1 { 5 | v�dpov�dno 1 { 5{�

zbud�en� stani.
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Wodo navedenih rozpod�l�v gustini v�dznaqimo,

po{perxe, wo dl� ko�nogo nastupnogo stanu v rozpo-

d�lah pro�vl�
t~s� nova os
il�
�� | 
e pov'�zano

z harakterno� os
il��qo� strukturo� hvil~ovih

funk
�� dl� r�znih stan�v tipu

	

n

� �(�n; 3; �

2

)e

��

2

=2

(tut n | nomer zbud�enogo stanu, � | virod�ena

g�pergeometriqna funk
��; taka hvil~ova funk
�� 


toqno� dl� triqastinkovoÝ zadaq� garmon�qnih os-


il�tor�v) za kvadratom �lobal~nogo rad�usa. Po{

druge, dl� visokozbud�enih r�vn�v prot��n�st~ roz-

pod�l�v znaqno zb�l~xu
t~s� � pro�vl�
t~s� efekt

perifer��nogo \galo". Po{tret
, v antisimetriqnih

stanah u�e dl� osnovnogo stanu prisutn� odna os
i-

l�
��. Ostann
 pov'�zano z tim, wo antisimetriqna

hvil~ova funk
�� nav�t~ ne 
 znakostalo� u vs~omu

prostor� | ma
 harakternu poved�nku os
il�tornih

funk
��

	

(a)

� (r

2

1

� r

2

2

)(r

2

1

� r

2

3

)(r

2

2

� r

2

3

)e

��

2

=2

; (41)

� tomu rozpod�l gustini qastinok, �ki� 
 ÝÝ userednen-

n�m, te� ma
 skladn�xu strukturu. Rozpod�l gustini

dl� osnovnogo stanu sistemi z� shemo��nga [21℄ ma


prom��ni� harakter (qerez ekonom�� m�s
� mi ne po-

da
mo 
ih rezul~tat�v) m�� analog�qnimi zale�nos-

t�mi dl� simetriqnih ta antisimetriqnih stan�v.

�k � u vipadku povnosimetriqnogo stanu, ma
mo lixe

odin maksimum na graf�ku r

2

�(r) dl� na�ni�qogo

stanu, ale 
e� rozpod�l ne 
 monotonno spada�qim

na graf�ku �(r), a ma
 neveliki� proval na poqatku

koordinat. Rozpod�l �e \bezsp�novih" ferm�on�v na

graf�ku �(r) uzagal� zanul�
t~s� na poqatku koor-

dinat (nasl�dok povnoÝ antisimetriqnosti hvil~ovoÝ

funk
�Ý (41)). Z� zrostann�m zbud�enn� dl� vs�h ti-

p�v simetr�Ý hvil~ovoÝ funk
�Ý zb�l~xu
t~s� � k�l~-

k�st~ os
il�
�� u rozpod�l�, wo prirodno v�dobra�a


fakt zb�l~xenn� os
il�
�� u samoÝ hvil~ovoÝ funk-


�Ý. Rozpod�l qastinok dl� p'�togo zbud�enogo stanu,

osoblivo dl� sistemi \bezsp�novih" ferm�on�v, ma


v�e dostatn~o skladni� vigl�d.

Por�vn�nn� krivih dl� rozpod�l�v qastinok sis-

temi bozon�v na ris. 1 z analog�qnimi krivimi, zdo-

butimi u klasternomu bezpol�riza
��nomu nabli-

�enn�, govorit~ pro te, wo dl� osnovnogo stanu 
�
Ý

sistemi klasterne nabli�enn� we pogane. Ale dl�

p'�togo zbud�enogo stanu kriv� v�e dosit~ nepogano

uzgod�u�t~s�. Kriva v klasternomu nabli�enn� dl�

visokozbud�enih stan�v dosit~ garno pereda
 vs� os-


il�
�Ý toqnoÝ v�dpov�d�. V�dm�nn�st� 
 te, wo vona

trohi rozt�gnuta v b�k b�l~xih v�dstane�.

Ris. 4. Parn� korel�
��n� funk
�Ý dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih bozon�v (poznaqenn� analog�qn� do ris. 1).

Osoblivo tonk� detal� odnoqastinkovih rozpod�l�v

gustini pro�vl��t~s� u formfaktorah, �k� 
 kompo-

nentami Fur'
 v�d rozpod�l�v

F (q) =

Z

dr�(r) exp(iqr)

.

Z

dr�(r) : (42)

Na ris. 3 zobra�en� formfaktori dl� povnosimet-

riqnih stan�v. V�dznaqimo, wo dl� kvadrat�v pere-

danih �mpul~s�v, �k� ne pom�stilis� na ris. 3, for-

mfaktori F (q

2

) monotonno spada�t~ do nul� � v�d-

sutn� hoq �k�s~ nere�ul�rnost�. Pri 
~omu dl� b�l~x

zbud�enih stan�v spadann� formfaktor�v z� zros-

134



PRECIZ��N� VAR��C��N� ROZRAHUNKI ENER�ETIQNIH SPEKTR�V KULONOPOD�BNIH SISTEM. . .

tann�m q

2

v�dbuva
t~s� xvidxe, dl� malih �e q

2

dl� b�l~x zbud�enih stan�v formfaktori spada�t~

menxe, osk�l~ki rozm�ri sistemi zrosta�t~ dl� vi-

wih zbud�enih stan�v. Osnovnomu stanov� (kriva 0

na ris. 3) v�dpov�da
 monotonno spada�qi� formfak-

tor, dl� perxogo � drugogo zbud�enih stan�v (kriv�

1,2) F (q

2

) dodatn�, ale ma�t~ de�k� neznaqn� nere�u-

l�rnost� dl� v�dnosno velikih q

2

, dl� tret~ogo zbu-

d�enogo stanu F (q

2

) ma
 dva nul� dl� menxih q

2

� odnu nere�ul�rn�st~ dl� b�l~xih q

2

, dl� nastup-

nih zbud�enih stan�v z'�vl��t~s� we pari nul�v dl�

menxih q

2

� nov� nere�ul�rnost� dl� b�l~xih q

2

. Us�

osoblivost� formfaktor�v dosit~ t�sno korel��t~

z v�dpov�dnimi os
il�
��mi rozpod�l�v � v�dobra�a-

�t~ klasterni� harakter v�dpov�dnih stan�v ta pe-

rifer��ni� efekt \galo". P�dkreslimo, wo v povno-

simetriqnih stanah nul� formfaktor�v zav�di z'�v-

l��t~s� parami � dl� velikih peredanih �mpul~s�v

us� formfaktori dodatn�. Wo stosu
t~s� formfak-

tor�v v antisimetriqnih stanah ta stanah prom��noÝ

simetr�Ý tr~oh qastinok (rozrahunki formfaktor�v

buli vikonan� dl� vs�h perxih xesti stan�v), to v�d-

znaqimo, wo k�l~k�st~ nul�v u nih zav�di neparna |

odin nul~ z'�vl�
t~s� za rahunok zanulenn� hvil~o-

voÝ funk
�Ý na malih v�dstan�h nav�t~ v osnovnomu

stan�. Po{druge, kr�m nul�v, formfaktori ma�t~ do-

datkovo we dosit~ pom�tn� nere�ul�rnost�, �k� pro�v-

l��t~s�, v osnovnomu, pri menxih q

2

.Po{tret
, para

nul�v formfaktor�v dl� b�l~xih zbud�en~ v�dokrem-

l�
t~s� � peresuva
t~s� do malih q

2

, wo pov'�zano z

pro�vom klasternoÝ strukturi zbud�enih stan�v ta

perifer��nim efektom \galo".

Znaqni� �nteres tako� stanovit~ parna korel�-


��na funk
��

g

kl

(r) = h jÆ(r� r

kl

)j i: (43)

Vona viznaqa
 �mov�rn�st~ znahod�enn� k{Ý ta l{Ý qas-

tinok na v�dstan� r m�� sobo�. Dl� stan�v z nul~o-

vim orb�tal~nim momentom parna korel�
��na fun-

k
��, �k � gustina rozpod�lu, 
 sferiqno simetriq-

no�. C� rozrahovan� tut veliqini zobra�en� na ris. 4

ta 5 v�dpov�dno dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih bo-

zon�v ta tr~oh �rav�tu�qih \bezsp�novih" ferm�on�v.

Dl� bozon�v mi tako� navodimo dl� por�vn�nn� na

ris. 4 parn� korel�
��n� funk
�Ý, zdobut� u klaster-

nomu bezpol�riza
��nomu nabli�enn� � userednen�

po vs�h parah qastinok

g(r) =

g

12

(r) + g

13

(r) + g

23

(r)

3

:

Sl�d v�dznaqiti, wo z� zrostann�m zbud�enn� v

parnih korel�
��nih funk
�� q�tko v�dokreml�
-

t~s� qastina, pov'�zana z p�dsistemo� dvoh qasti-

nok (utvorenn� klastera). Dl� simetriqnih stan�v

ta stan�v prom��noÝ simetr�Ý na graf�ku prisutn��

gorb poblizu poqatku koordinat, �ki� z rostom zbu-

d�enn� stab�l�zu
t~s� v rozm�rah � dl� 3{go, 4{go

ta 5{go zbud�enogo stan�v u�e praktiqno ne zm�n�


svo
Ý formi. U klasternomu bezpol�riza
��nomu na-

bli�enn� 
e� gorb opisu
t~s� zale�n�st�

r

2

g

12

(r) = r

2

e

�r

8�

:

Na ris. 4 vidno, wo v d�l�n
� 
~ogo gorba \toqna"

var��
��na kriva zb�ga
t~s� z klasterno�.

Ris. 5. Parn� korel�
��n� funk
�Ý v antisimetriqnih

stanah (poznaqenn� analog�qn� do ris. 2).

Mi rozrahuvali rozpod�l za �mpul~sami (v sistem�


entra mas)

n

k

(p) = h 

p

jÆ(p� p

k

)j 

p

i : (44)

Tut k | nomer qastinki, a  

p

| hvil~ova funk
��

v �mpul~snomu predstavlenn�. Viznaqenn� rozpod�lu

za �mpul~sami (44) mo�e buti zvedeno do standar-

tnogo viznaqenn� �mpul~snogo rozpod�lu qerez fun-

k
�� V��nera f(r;p). Rozpod�l za �mpul~sami 
 sfe-

riqno simetriqnim u stanah z nul~ovim orb�tal~nim

momentom.Dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih bozon�v 
�

veliqina zobra�ena na ris. 6. Harakterno� osob-

liv�st� �mpul~snih rozpod�l�v dl� zbud�enih sta-

n�v 
 po�va os
il�
��, �k� z rostom zbud�enn� zb�l~-
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xu�t~s� za ampl�tudo� � zosered�u�t~s� poblizu

poqatku koordinat. Ce� fakt po�sn�
t~s� tim, wo

hvil~ova funk
�� zbud�enih stan�v u konf��ura
��-

nomu prostor� sta
 vse prot��n�xo� za rahunok bli-

z~kosti do poroga (efekt tipu \galo") � ÝÝ os
il�-


�Ý v�dbuva�t~s� na vse b�l~xih v�dstan�h. Tomu hvi-

l~ova funk
�� v �mpul~snomu predstavlenn� z rostom

zbud�enn� vse b�l~xe zosered�u
t~s� v nul�, de � os-


il�
.

Prin
ipovih v�dm�nnoste� v �mpul~snih rozpod�l�v

dl� sistemferm�on�v ta prom��noÝ simetr�Ý v�d bozon-

nih nema
. V�dznaqimo, wo v�e dl� osnovnogo anti-

simetriqnogo stanu sistemi rozpod�l za �mpul~sami

ne 
 monotonnim, a ma
 na graf�ku, de v�dkladeno

p

2

n(p), dva maksimumi. Kr�m togo, k�l~k�st~ os
il�-


�� v �mpul~snih rozpod�lah dl� sistem z prom��no�

simetr�
� ta ferm�on�v na odnu{tri b�l~xe, n�� dl�

takih samih za nomerom zbud�enn� stan�v dl� sis-

temi bozon�v.

IV. REZUL^TATI ROZRAHUNK�V SISTEMI

QOTIR^OH QASTINOK

Sistema qotir~oh qastinok harakterizu
t~s� we

tr~oma dodatkovimi stupen�mi v�l~nosti (vs~ogo 6),

� v bagat~oh metodah 
e qasto prizvodit~ do nepo-

m�rno velikogo zrostann� ob'
mu obqislen~. Var��-


��ni� metod 
 odnim z nebagat~oh, de 
� trudnow�

hoqa � vinika�t~, prote Ýh zrostann� z� zb�l~xen-

n�m k�l~kosti qastinok v�dbuva
t~s� znaqno pov�-

l~n�ximi tempami, n�� v �nxih metodah. Osoblivo

efektivnim 
 zastosuvann� metodiki stohastiqnogo

var��
��nogo metodu (SVM) do takih rozrahunk�v. Z

vikoristann�m 
�
Ý metodiki mi proveli rozrahunki

zv'�zanih stan�v qotir~oh toto�nih �rav�tu�qih qas-

tinok z povn�st� simetriqnimi za perestanovkami

qastinok stanami (bozon�v) z nul~ovim orb�tal~nim

momentom.

Ris. 6. �mpul~sn� rozpod�li dl� sistemi tr~oh �rav�tu�qih bozon�v: a){f) v�dpov�dno dl� osnovnogo ta perxih p'�ti

zbud�enih stan�v.

Varto v�dznaqiti,wo dl� 
�
Ý sistemi v l�teratur�,

nask�l~ki nam v�domo, v�dsutn� dan� wodo pre
iz��nih

rozrahunk�v nav�t~ osnovnogo stanu, �kwo ne brati do

uvagi rezul~tat�v pra
~ [12,22℄. Toqn�st~ �e rezul~-

tat�v u 
ih dvoh pra
�h ne du�e visoka.

Bazisn� funk
�Ý dl� rozrahunku povnosimetriqnih

stan�v ma�t~ taki� vigl�d:

'

i

= (1 + P

14

+ P

24

+ P

34

)(1 + P

13

+ P

23

)

� (1 + P

12

)�

i

: (45)

Sistema qotir~oh qastinok v osnovnomu stan� 


du�e sil~no zv'�zano�, nav�t~ u por�vn�nn� z sis-

temami dvoh ta tr~oh qastinok. Xvidke zrostann�

ener��Ý zv'�zku v�dobra�a
 to� fakt, wo dl� sis-

temi N �rav�tu�qih bozon�v v asimptoti
� N !

1 spravedlive nabli�enn� samouzgod�enogo se-

redn~ogo pol� Gartr� [21,23℄ � ener��� osnovnogo

stanu asimptotiqno toqno viznaqa
t~s� sp�vv�dno-

xenn�m (16)

E

0

�

=

�s(N � 1)N

2

z s = 0:05426. Ce dl� N = 4 da
 znaqenn� E

0

=

�2:604, wo v�dr�zn�
t~s� v�d rezul~tatu z tabli
� 5

vs~ogo na 7%. V�dpov�dne nabli�enn� seredn~ogo
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pol� dl� rozm�r�v sistem da
 por�dok

R � 
onst=(N � 1) :

O
�nki polo�enn� zbud�enih stan�v N qastinok

u bezpol�riza
��nomu klasternomu nabli�enn�, �k

� dl� tr~oh qastinok (14), dozvol��t~ otrimati

�k�snu kartinu roztaxuvann� ener�etiqnogo spektra

(povnosimetriqn� stani z nul~ovim orb�tal~nim mo-

mentom)

E

n

(N )

�

=

E

0

(N � 1)�

(N � 1)

3

=2N

(n+ 1)

2

: (46)

Tut n | nomer ener�etiqnogo r�vn�, a dl� triqas-

tinkovogo poroga E

0

(3) = �1:0718 .

Ris. 7. Rozpod�l gustini qastinok dl� sistemi qo-

tir~oh qastinok (povnosimetriqn� stani): a) su
�l~na

kriva | osnovni� stan, xtrihovana | 1{� zbud�eni�,

xtrih{punktirna | 2{� zbud�eni� stan; b) su
�l~na

kriva | 3{� zbud�eni�, xtrihovana | 4{� zbud�eni�,

xtrih{punktirna | 5{� zbud�eni� stan.

U tabli
� 5 naveden� tako� rozrahovan� seredn�

m��qastinkov� v�dstan� ta seredn� kvadrati m��qas-

tinkovih v�dstane�. Z 
ih danih vidno, wo sistema

qotir~oh �rav�tu�qih bozon�v 
 kompaktn�xo�, n��

v�dpov�dna sistema tr~oh qastinok. Seredn~okvadra-

tiqni� rad�us

p

hR

2

i =

r

N � 1

2N

hr

2

ij

i (47)

dl� osnovnogo simetriqnogo stanu sistemi tr~oh qas-

tinok stanovit~ 1:304, tod� �k dl�N = 4| v�e 1:027,

wo v�dpov�da�t~ tenden
�Ý do kolapsu [24℄ z� zrostan-

n�m k�l~kosti qastinok N .

Mi tako� proveli rozrahunok us�h strukturnih

funk
�� dl� sistemi qotir~oh �rav�tu�qih bozon�v.

Na ris. 7 naveden� rezul~tati dl� rozpod�lu gustini.

V�dznaqimo tenden
��, dewo xvidxu v�d vipadku dl�

tr~oh qastinok, do zb�l~xenn� prot��nosti rozpod�-

l�v dl� viwih zbud�enih stan�v. Hoqa osnovni� mak-

simum rozpod�l�v zosered�eni� na menxih v�dstan-

n�h, osk�l~ki rozm�ri v sistem� qotir~oh qastinok

menx�. Na ris. 8 podan� rezul~tati dl� parnih kore-

l�
��nih funk
��. �k � dl� vipadku tr~oh qastinok,

u parn�� korel�
��n�� funk
�Ý q�tko v�dokreml�
t~s�

na menxih v�dstan�h \klasterni�" gorb tr~oh qasti-

nok, m�s
e polo�enn� �kogo dosit~ stab�l~ne dl� tre-

t~ogo � viwih zbud�enih stan�v. Zagalom �e �k�sna

poved�nka parnoÝ korel�
��noÝ funk
�Ý dl� sistemi

qotir~oh bozon�v sho�a na poved�nku analog�qnoÝ ha-

rakteristiki dl� sistemi tr~oh bozon�v.

Ris. 8. Parn� korel�
��n� funk
�Ý dl� sistemi qoti-

r~oh qastinok (poznaqenn� analog�qn� do ris. 7).
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Stan E �E hr

ij

i hr

2

ij

i

osnovni� �2:790732919 9�10

�9

1:494446 2:814207

1{� zbud�. �1:847144953 2�10

�7

2:626669 9:133528

2{� zbud�. �1:414437961 7�10

�7

4:326888 27:83753

3{� zbud�. �1:271189584 3�10

�6

6:579445 73:13865

4{� zbud�. �1:202894262 8�10

�6

9:338141 161:3024

5{� zbud�. �1:164944425 2�10

�5

12:52404 309:7477

Tabli
� 5. Rezul~tati rozrahunku ener��Ý ta m��qastinkovih v�dstane� dl� sistemi qotir~oh toto�nih �rav�tu�qih

bozon�v z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno� shemo� (rozm�rn�st~ bazisu | 600 funk
��).

V. OBGOVORENN� REZUL^TAT�V

Zupin�mos~ na zastosuvann� rezul~tat�v pre
iz��nih var��
��nih rozrahunk�v sistemi tr~oh ta qotir~oh

�rav�tu�qih qastinok do sistem qastinok z poten
��lom tipu �kavi. Sistemi �rav�tu�qih qastinok mo�na

rozgl�dati �k nul~ove nabli�enn� sil~nogo zv'�zku [19℄. Rozgl�n~mo sistemu N qastinok z gam�l~ton��nom

H = �

1

2

N

X

i=1

�

i

� g

N

X

i<j

f(�r

ij

)

r

ij

; (48)

de funk
�� f na malih v�dstan�h mo�e buti zapisana �k

f(x) = 1 +

1

X

k=1

�

k

x

k

: (49)

Zokrema dl� poten
��lu �kavi f(�r

ij

) = e

��r

ij

. Efektivna mal�st~ parametra � (efektivno veliki�

rad�us vza
mod�Ý) ma
 m�s
e [19℄ �k pri velik�� �ntensivnost� vza
mod�Ý (g� 1 | sil~ni� zv'�zok), tak � pri

velikomu harakternomu rad�us� vza
mod�Ý. U 
~omu vipadku sutt
vim sta
 poved�nka poten
��l�v vza
mod�Ý na

malih v�dstan�h. U r�vn�nn� Xredin�era

2

4

�

1

2

N

X

i=1

�

i

� g

N

X

i<j

1

r

ij

� g

N

X

i<j

1

X

k=2

�

k

�

k

r

k�1

ij

3

5

 =

�

E + g�

1

�

1

N (N � 1)

2

�

 (50)

mo�na skoristatis� teor�
� zburen~ dl� znahod�enn� r�vn�v ener��Ý E, vikoristavxi v rol� nul~ovogo na-

bli�enn� zadaqu pro N �rav�tu�qih qastinok. Tod� v perxomu por�dku teor�Ý zburen~ dl� n{go r�vn� ener��Ý

ma
mo

E

n

�

=

g

2

E

grav

n

�

N (N � 1)

2

g

2

"

�

1

�

g

+ hr

ij

i

n

�

2

�

�

g

�

2

+ hr

2

ij

i

n

�

3

�

�

g

�

3

#

; (51)

de E

grav

n

| znaqenn� ener��Ý n{go r�vn� nezburenoÝ

zadaq� z gam�l~ton��nom (6). Dl� vrahuvann� qlen�v

rozkladu poten
�alu � �

4

� viwe neobh�dno rozgl�-

nuti � drugi� por�dok teor�Ý zburen~,wo mi ne ma
mo

zmogi zrobiti. Dl� anal�zovanogo vipadku N = 3; 4

qastinok seredn� znaqenn� hr

ij

i ta hr

2

ij

i naveden� v

tabli
�h 2 ta 5. V�dznaqimo, wo, vikoristovu�qi

lixe perxi� por�dok teor�Ý zburen~, vda
t~s� vrahu-

vati dv� popravki ener��Ý do qlen�v (�=g)

3

vkl�qno.

Sp�vv�dnoxenn� (51) z vikoristann�m tabli
~ 2 ta

5 da
 �k�snu poved�nku ener�etiqnih r�vn�v (zale�-

n�st~ tipu E

�

=

�C

�2

g

2

+C

�1

g + C

0

+C

1

=g + : : : [19℄)

v nabli�enn� sil~nogo zv'�zku g�1 dl� tr~oh ta qo-

tir~oh qastinok � xirokogo klasu poten
��l�v tipu

�kavi. Zauva�imo, wo dl� zadaq tr~oh ta qotir~oh

qastinok z poten
��lami�kavi teper dostupn� � bez-
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poseredn� visokotoqn� rozrahunki z vikoristann�m

p�dhod�v 
�
Ý pra
�.

Vikonan� v pra
� dosl�d�enn� pokazu�t~, wo dl�

kulonopod�bnih sistem tr~oh ta qotir~oh qastinok

u var��
��nomu metod� RRTBG z �aussovim bazisom

dos�ga
t~s� visoka � kontrol~ovana toqn�st~ roz-

rahunk�v �k ener�etiqnih spektr�v, tak � hvil~o-

vih funk
��. Ce dozvolilo dl� \toqnih" rozpod�-

l�v gustini, formfaktor�v, dvoqastinkovih korel�-


��nih funk
�� ta �mpul~snih rozpod�l�v ustanoviti

nov� strukturn� zakonom�rnost�. Zokrema, ustanov-

leno nove �viwe os
il�
�� rozpod�l�v gustini � for-

mfaktor�v ta korel�
�� 
ih os
il�
�� z nomerom

zbud�enn�.Anal�z otrimanih \toqnih" dvoqastinko-

vih korel�
��nih funk
�� pokazu
 tako� haraktern�

strukturn� zale�nost� v�d ener�etiqnogo stanu.

Otriman� z visoko� toqn�st� ener�etiqn� spektri

ta hvil~ov� funk
�Ý zruqn� dl� vikoristann� v dosl�-

d�enn�h r�znogo tipu �mov�rnoste� perehod�v.

Por�vn�l~ni� anal�z nabli�enih �k�snih rezul~-

tat�v dl� osnovnih harakteristik tr~oh ta qotir~oh

qastinok z otrimanimi v nax�� robot� \toqnimi" re-

zul~tatami da
 zmogu vstanoviti toqn�st~ standar-

tnih p�dhod�v. Tak, dl� sistem dek�l~koh qastinok

podano ob�runtuvann� toqnosti bezpol�riza
��nogo

klasternogo p�dhodu, metodu �strovs~kih faktor�v,

nabli�enn� seredn~ogo pol� ta sil~nogo zv'�zku.

Us� 
� rezul~tati v�dkriva�t~ bagatonad��n� pers-

pektivi na otrimann� ostatoqnih rezul~tat�v � dl�

�nxih skladn�xih kvantovih sistem: kulonovih sis-

tem r�znoÝ prirodi | �ona ta molekuli pozitron��,

legkih atom�v, tri{ ta qotiriqastinkovih sistem

mezomolekul�rnogo tipu, mul~tikvarkovih sistem z

poten
��no� vza
mod�
�, r�znoman�tnih �dernih ta

kulonovih sistem z b�l~xo� n�� qotiri k�l~k�st�

qastinok ta b�l~x real�stiqno� kulon{�derno� vza-


mod�
�.
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We 
onsider basing on the Galerkin variational method with the Gaussian basis, the bound states of the

Coulomb{type quantum systems of gravitating identi
al parti
les. The approa
h is applied to the three{parti
le

system with a varying permutational symmetry of wave fun
tions and to the four{parti
le system with fully sym-

metri
al wave fun
tions. A qualitative analysis of the energy spe
tra is performed. The 
ontribution of Jastrow's


orrelations to the ground{state energy of the three{boson system is studied. Pre
ise 
al
ulations of the binding

energies of the ground state and a few lowest states with zero angular momentum are 
arried out. The rms radii,

density distributions and formfa
tors, pair 
orrelation fun
tions, and momentum distributions are 
al
ulated and

analysed for di�erent energy states. The energies of the systems with the Yukawa{type intera
tion potentials are

estimated. Some methods of highly a

urate variational 
al
ulations are dis
ussed. A signi�
ant attention is given

to the problem of sele
ting nonlinear variational parameters.
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